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Le definizioni per astrazione. 

Nota di G. Peano 


La splendida conferenza, con cui il prof. Boggio aprì il ciclo 
delle conferenze matematiche tenutesi nella R. Università di Torino 
durante lo scorso anno scolastico, e di cui fu pubblicato un rias¬ 
sunto in questo Bollettino, p. 42-44, sollevò numerose questioni 
scientifiche e didattiche, che interessarono vivamente gli uditori, e 
che cominciano ad attirare l’attenzione dei lettori. 

In quella conferenza si accenna alle definizioni per astrazione, 
delle quali parimenti tratta il prof. Palatini nell’articolo a pag. 54-60. 

Mi sia concesso di esporre le principali definizioni per astra¬ 
zione, che si incontrano nei libri di matematica, e il vario modo 
di trattarle. 

Definizione di ragione e di numero razionale. 

Euclide, nel libro V delle sue opere, dopo alcuni schiarimenti, 
dà la celebre definizione 5 : 

’Ev T{ìt aòzQ etc. 

riportata in disteso a p. 32 del presente Bollettino, nel mio esempio 
di lingua internazionale : u Definitione de numeros irrationale, se¬ 
condo Euclide „. Essa si può tradurre : 

u Dicesi che la ragione (E’iyo;, ratio) della grandezza a alla b 
è eguale (cerò,-, eadem, identica) alla ragione di c a d, e si scrive 
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Oggi (*) a h = cfd, quando, prli ad arbitrio due numeri m ed n, 
II™ > * ;7 Ue TOC > «* ; * «« = nb segue me = ; se ma < nh 

h Le ^ raildezze dl Euclide possono essere dei numeri; ponendo 

«V P °r° ' V m 6d S1 ha un caso Particolare dell» definizione: 
Essendo «, 6, c, d dei numeri, a/h = e/d significa bc _ 

vn trrr-r e in Euclide un te ° rema < «posto in ìa» 

mente V aUtOIÌ assnmoDO “me definizione pura¬ 

mente aritmetica in vece della 5 del libro V più generalo. 

e definizioni ni cm ciò che si definisce è l’eguaglianza fra 
ent. nuovi, clnamansi « definizioni per astrazione 

Il segno = (è eguale) con cui l’algebra traduce 1’ “ aèsóc idem 
identico ? d, Euclide, rappresenta l’idea soddisfacente al "indi’ 

1 Ii « 1 t n ' Z(Veda81 Fomulario matheraatico, editio V, pag 16)- P 
Eadem sunt quorum unum in alterius locum substitui potest 
salva ventate „, cioè due cose sono eguali, idem, identiche, quando 
m ogm propoa 1 ,,^ ai p 0sto del p UDa si può mettere p^ e ]a 

erita della proposizione rimane invariata : cioè se ogni proprietà 
dell’ima è proprietà dell’altra. . P 1 

L ’^ uale ^ll’algebra, l’mVd,- di Euclide, non si deve confon- 
ere co w»; ì Euclide, che ì libri di geometria traducono eguale 
Le Proposizioni 37 e 38 del libro I di Euclide si sogliono tradurre: 

triangoli costrutti sulla stessa (aèrijg, idem, identica) base, 
o su basi eguali (mror), e compresi fra le stesse parallele sono 
eguali K equivalenti). Quindi la parola eguale di oggi risponde 

■ à t„T’ ? * lK ” bm • *« geometri., e 1'™,, £ 

attuali eguale ed equivalente. 

Legendre nella sua Geometria decompose l’iboc di Euclide in 

Zfl 6d TI ’i Hvre 111 pr °P' 1 “J’appaierai figures équi- 

decom 6S ^ ^ il • ^ SUrfaces sout égales „. I geometri moderni 

delZ £TF T ? nte dÌ Legend, ' e ÌU due ’ che Ia Geometria 

de nrof M 7 r ““ ^ UÌCOin ^ ibili ^ equivalenti, e quella 
del piof. Marletta chiama equivalenti ed equiente.se. 

Definizione del numero. 

Num E f end ° T B Ò l h u daSSÌ ( “ SÌemÌ ’ « scrive Num « = 

’ 6 81 legge 11 uume ™ (numero cardinale o potenza di 

tipo la t f0rma :: /6 :' UVeCe -i 6’ esaend0 la molto più economica 

tipograficamente, e più chiar 
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<t. Cantor) dogli a è eguale (o identico) a quello dei li „ quando si 
può fra gli a e i b stabilire una corrispondenza uno-uno. Si defi¬ 
nisce così l’eguaglianza di due numeri, non il numero; e ciò perchè 
questa definizione si può porre prima dell’ aritmetica, e poi perchè 
il numero che qui comparisce non è quello finito dell’aritmetica. 

Definizione del numero reale. 

Chi definisce i numeri reali colle classi contigue, dirà aH’incirca: 
“ Essendo a; li una coppia di classi contigue, e c; d un’altra coppia, 
diremo che il numero individuato da a;b è eguale a quello della 
coppia c; d, se ogni a è minore di ogni d, e ogni c è minore di 
ogni h „. 

Chi preferisca usare solo due classi invece di quattro, dirà 
“ Essendo a e li due classi di razionali, porremo limite superiore 
degli a — limite superiore dei li, quando ogni razionale minore di 
qualche a è minore di qualche li e viceversa „. 

Sono sempre definizioni per astrazione, anche se per classe di 
razionali si assume il segmento di razionali, che col suo comple¬ 
mento forma la sezione considerata da Dedekind, e prima da Euclide. 
E ciò quantunque ci sia corrispondenza univoca tra numero reale 
e segmento di razionali minori di esso. La definizione per astra¬ 
zione sparisce, qualora si identifichi il numero reale col segmento 
di razionali. 

Altre definizioni. 

Uno dei metodi per introdurre i vettori, consiste non nel dire 
che cosa sia il vel tore a—li, ma porre a b=c—d, quando, per esempio, 
il punto medio di a, d coincide col punto medio di li, c. Tale è la 
definizione data dal prof. Boggio nella sua conferenza. 

11 bipunto, o vettore strisciante ab = cd, ove a, b, c, d sono 
punti, quando, comunque si prendano i punti x, y, il tetraedro 
abxy —- cdxy. 

Punto all’ infinito della 'retta a = quello della b, se a è paral¬ 
lela o coincide con b. 

Queste ed altre definizioni per astrazione si trovano nella 
Logica matematica del prof. Burali-Forti, anno 1894. 

Alle definizioni per astrazione fu fatta 1’ obbiezione seguente. 
Dato che il segno = abbia sempre lo stesso valore, quello dato 
dalla definizione leibniziana, non è più permesso definirlo fra due 
razionali o due irrazionali, fra due numeri o potenze, fra due vet- 
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t<ai, e (usi \ia indefinitamente. Ma nelle definizioni per astrazione 
ciò clit si definisce non è il segno =, bensì l’intera eguaglianza 
composta dei due membri legali col segno =, e ciò che è nuovo è 
la funzione che figura nei due membri, cioè la ragione, il vettore, 
la potenza d’uu insieme, «cc. 

Però questo modo di presentare le definizioni per astrazione 
ascio insoddisfatti molti autori, che costrussero altre teorie o modi 
di esporre le stesse questioni. 

Teoria delle relazioni. 

Euclide, libro V. immediatamente dopo la definizione per astra¬ 
zione della ragione di due grandezze, e di cui finora ci occupammo, 
da la definizione 6 : 

“ La coppia di grandezze a ; b dicesi proporzionale, ùm/.o-'oe, 
alla coppia c; d, se a/b = c/d „. 

Se sostituisco all’ eguaglianza ab = c/d il valore dato dalla 
definizione 5, e mi limito per semplicità ai razionali, si ha: 

“La coppia di numeri a; b dicesi proporzionale alla coppia 
c; d , se Oc = ad „. v 

( osi la definizione per astrazione, eguaglianza delle ragioni, è 
sostituita dalla proporzionalità delle coppie. 

La doppia nomenclatura di Euclide si propagò fino ai nostri 
giorni ; Legendre usa i due linguaggi, e le due scritture simboliche 
corrispondenti : 

a/b = c/d, e a :b : : e: d; 

onde risulta che per i matematici del tempo di Legendre il sim¬ 
bolo :: c il simbolo di proporzionalità e non di eguaglianza, e che 
a : b rappresenta la coppia a ; b. e non il rapporto a/b. Più tardi 
vani autori scrissero =, invece di : :, cioè a : b = c:d; e allora a :b 

fini per rappresentare la ragione di a a b, cioè forma tipografica 
diversa di a/b. 

Invece di dire “ il numero degli individui della classe a è 
eguale al numero dei b „, possiamo dire u la classe a è simile alla 

" ” ; a rlo PP la nomenclatura si trova in tì. Cantor, in Rivista di 
matematica, tomo 5, p. 129. 

Invece di dire, con Hamilton 1844, u i vettori a - b e c - d 
sono eguali „, possiamo dire « le coppie a; è e c;d sono equipol¬ 
lenti Bellavrtis nel 1883 disse che i segmenti sono equipollenti 
e indico la nuova relazione di equipollenza col segno astronomico’ 
di libra. Ma la parola segmento ha oggi più significati. Per seg- 
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monto (di retta) in generale, si intende la classe di punti compresi 
fra i due estremi a , b. Il Formulario lo indica col segno a M h, 
come quello di intervallo ; esso rispónde esattamente alla parola 
Fvffe'a di Euclide, la cui versione letterale è recto, e che in Legendre 
è tigne. Ora, la parola retta ha un altro significato. Due segmenti 
a;b e c;d sono identici, e il Formulario scrive a 1-1 b =» c 1-1 d , 
quando hanno gli stessi estremi, indipendentemente dall’ ordine. Un 
segmento cosi inteso avrà una lunghezza, un punto medio, una 
retta che lo contiene, dei prolungamenti, ma non ha più verso. 

Alcune volte si intende per segmento la lunghezza del seg¬ 
mento-classe ; e il passaggio dall’ima all’altra idea è chiaramente 
spiegato, insieme a tante altre questioni simili, negli Elementi di 
Geometria del prof. Pensa. Ma il segmento-distanza non ci inte¬ 
ressa ora. 

Chi considera il segmento con verso, parte dalla coppia di 
punti; per ottenere il segmento-classe, astrae dall’ ordine ; poi ag¬ 
giunge il verso od ordine, e ritrova la coppia di punti ; perciò il 
segmento di Bellavitis è la coppia di punti. 

tu modo simile, invece di dire u i bipunti ab e ed sono eguali, 
si può introdurre il nome di una nuova relazione fra le coppie 
u; b e c; d ; ma nessuno 1’ ha fatto. 

La differenza fra i due linguaggi si può ridurre ad una que¬ 
stione di sintassi ; possiamo dire “ l’area della figura a è eguale a 
quella di b ove si presenta l’eguale-identico colla funzione areadella 
figura ; oppure possiamo dire u a è eguale in area a b „, ove si 
presenta la nuova relazione “ eguale in area „ fra figure. 

Seguendo il primo metodo, cioè introdotte le funzioni ragione , 
numero, vettore, area, non sarà necessario parlare di proporzionale, 
simile, equipollente, equivalente ; seguendo il secondo metodo, non 
sarà più necessario di parlare di ragione, di vettore, di area, ecc. 

Col primo metodo, noi possiamo ai nuovi enti estendere i nomi 
e i simboli di relazione maggiore, minore, e di operazione più, meno, 
moltiplicato, dando loro il significato che più ci piace, seguendo 
però, per (pianto possibile, la conservazione delle leggi formali. Col 
secondo metodo, oltre a maggiore e minore , bisognerà parlare di 
prevalente e suwalente, e bisognerà distinguere con segni speciali 
l’addizione dei segmenti-lunghezze, da quella dei segmenti vettori, 
e da quella dei bipunti, i quali ultimi si comportano come le forze 
applicate a un corpo rigido. 

Per mio conto, nel libro Applicazioni geometriche del calcolo in- 





finitesimale, del 1887, seguii la nomenclatura e le notazioni delle 
equipollenze di Bellavitis, e arrivato al termine, e giudicando più 
semplice il metodo dei vettori, lo seguii nel libro Calcolo geometrico 
del 1888, e poi sempre. 

il prot. Castellano pubblicò nel 1894 le Lezioni di meccanica 
razionale, libro tutto pensato colla teoria dei vettori. I prof. Bu- 
rali-Forti e Marcolongo fecero un accurato e profondo studio 
critico comparativo dei varii sistemi di calcolo geometrico, in una 
serie di articoli nei Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 
anno 1907-08. 

Inoltre, colla prima teoria, essendo a e b dei razionali, o irra¬ 
zionali, o vettori, si definiscono a -\- b e a X b quali espressioni 
* composte con a e Ir, colla seconda teoria si definiscono mediante 
una rappresentazione di a e b , cioè coi loro numeratori e denomi¬ 
natori, e poi si dimostra che il loro valore non cambia mutando 
la rappresentazione di a e b. Le due teorie qualche volta coincidono 
in sostanza. Per esempio, essoudo a numero reale, ed x un razio¬ 
nale, nella prima teoria si porrà a* eguale al valore costante di 
n_ 

essendo m, n due interi tali che mjn = x. E poi si dimostra 
che questo valore è costante. Cosi fa il prof. Catania nel suo trat¬ 
tato di Aritmetica ed Algebra. 

n 

Colla seconda teoria, si pone <i ra / n = j/ a'" , e poi si deve pa- 

n ii 

rimenti dimostrare che se m/n = p/q, sarà ]'a m = yav . Cosi fa il 
prof. Palatini nella sua Aritmetica ed Algebra , 1913, p. 180 ; e 
così fanno varii altri libri di testo; ma molti autori di algebre 
per le scuole medie e universitarie, partendo da definizioni non 
omogenee, dimenticano di enunciare e dimostrare il teorema che 
le legittima. 

Teoria delle classi. 

Data una relazione xRy fra x e y , che sia riflessiva simme¬ 
trica e transitiva, essa si può sempre ridurre alla forma <px = <py, 
ove fp è il segno d’ una funzione che può essere nota, ovvero che 
si introduce colla definizione per astrazione. Con questo metodo 
non si definisce <p x, ma si definisce >p x = <p y come equivalente 
ad x R y. 

Varii autori osservarono che si può sempre dare la definizione 
nominale di <p x ; basta porre 

<p x = classe degli y tali che x R y. 







Allora il numero razionale ab è la classe di tutte le coppie 
c;d tali che ad — bc. 

Il numero della classe a è la classe di tutte le classi che si 
possono mettere in corrispondenza uno-uno cogli a. 

Il numero reale sarà un insieme di classi contigue, per coloro 
che usano queste classi. Più semplicemente il numero reale si può 
identificare col segmento di razionali ; si avrà 

|'2 = classe dei razionali che elevati a quadrato danno meno di 2. 

Punto all’infinito della retta a= stella di parallele ad a. 

Questo metodo fu adottato dal prof. Padoa nell’ articolo 
citato dal prof. Palatini, pag. 54. Bertrand Russell, nel libro The 
prìncipi?* of mathematica, anno 1903, pag. 114 e segg., discute am¬ 
piamente questa questione. 

La grande opera l‘ri nei pia mathematica di Whitehead and Rus¬ 
sell, di cui il primo volume è del 1910, e il terzo del 1913, e che è 
la più vasta opera di logica matematica finora pubblicata, fa uso 
costante di questo metodo in tutte le teorie matematiche, logica, 
aritmetica, numeri transfiniti, serie, limiti, vettori ecc. 

Alla teoria delle classi non si può muovere obbiezione logica, 
ma solo pratica; essa modifica il linguaggio in uso; molti mate¬ 
matici troveranno una novità la scrittura 

1 = frazione propria, 

pei - dire : 1’ unità è il limite superiore delle frazioni proprie. 

Teoria degli operatori. 

Il prof. Burali-Forti in una serie di articoli, di cui l’ultimo è 
u Nuove applicazioni degli operatori Atti R. Accademia delle 
scienze di Torino, 7 marzo 1915, pag. 669, considera gli enti prima de¬ 
finiti per astrazione quali operatori. Così 2/3 è un ente astratto ; 
mentre u 2/3 di mela „ è un ente concreto, come la mela. Dunque 
2/3 trasforma enti concreti in enti concreti, e a\b è 1’ operazione 
moltiplicare per a e dividere per b. I vettori sono delle traslazioni 
come dice il nome. E parimenti per tutti gli altri. 

Conclusione. 

Quale è la migliore fra le quattro teorie esposte, tutte egual¬ 
mente logiche e rigorose? La migliore è quella che piu piace ad 
ogni singolo insegnante. L’imporre ad un insegnante un metodo 
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che ad esso non piace, è opera di distrazione, non di costruzione. 
Però è utile che gli insegnanti conoscano i vari metodi, affinchè 
possano fare una scelta coscienziosa. Quindi è di massima impor¬ 
tanza il Bollettino della nostra società, come pure le altre pubblicazioni 
didattiche, le conferenze matematiche, e tutti gli studii comparativi 
e critici, che servono a completare le cognizioni spesso troppo do¬ 
gmatiche, che si acquistano nelle scuole. . 


APPENDICE 

p - 

La bibliografia di questo soggetto è più ampia di quella sopra 
citata. 

L’articolo precedente concorda in generale con quanto già 
lucidamente è esposto in : 

E. Macoafkriu — Le definizioni per astrazione — Rendiconti del 
Circolo mat. di Palermo, 24-XI-1912. 

— — — Sulle definizioni di enti astratti, e sul concetto di 

numero reale — Periodico di Matem., Gennaio 1915. 

Le definizioni del tipo già considerato furono dette per astra¬ 
zione nel mio opuscolo u Notations de Logique mathématique n, 
a. 1894, pag. 45-48. 

La parola astrazione , di uso internazionale, fu introdotta in 
filosofia da Boezio (morto nel 524;, per tradurre il greco àqmtQeais. 

Applicando il linguaggio di Aristotele (Physica I, 7) al nostro 
primo esempio, diremo che come uno scultore, da un masso in¬ 
forme di pietra, fa 1’ astrazione (noi diremmo V estrazione) dell'ima- 
gine o statua di Mercurio, così noi, ponendo in virtù d’ una defi¬ 
nizione 2/3 = 4/6, dalla scrittura formata coi tre segni 2 , / , 3 , 
otteniamo per astrazione l’idea del razionale 2/3, conservando tutte 
e sole le proprietà, o note, che esso ha comuni coi suoi eguali, e 
sopprimendo quelle che lo distinguono. Sarà per es. conservata la 
proprietà 2/3 < 1 ; sono soppresse le proprietà che il suo numera¬ 
tore è 2, che è frazione irreduttibile, ecc. 

Un importante studio sull’astrazione in matematica e in logica 
generale, si trova in : 

E. Enriques — Questioni riguardanti le matematiche, elementari — 
Voi. I, anno 1912, pag. 569. 

Concreto indica l’opposto di astratto. In generale, oggetto 
concreto si vuol dire quello che cade sotto i nostri sensi ; cinque 
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dita sono un oggetto concreto, mentre il numero cinque è astratto. 
Tutte le idee della matematica sono astratte, come si afferma 
da tutti. 

Se i numeri 2 e 3 sono astrati i, il numero fratto 2/3 sarà 
l’astratto di astratti ; e il numero reale, definito per astrazione 
dalle classi di razionali, sarà un astratto di terzo grado. Così soavi 
più gradi di enti astratti. 

Molti filosofi sostengono poi die tutte le idee generali sono 
astratte. Un pittore può dipingere u un cavallo n, ma non u il ca¬ 
vallo n, perché se lo dipinge in nero, esclude i cavalli bianchi. 
Quindi la parola astratto non ha un valore assoluto, ma solo relativo. 

* 

* * 

Il principio relativo all’ eguaglianza, e che porta il nome di 
Leibniz, è tradotto in simboli, nel citato Formulario pag. 8: 

x = y . = : a e Cls . x s a . Q a . y e. a 

la cui versione letterale è u dire che x =» y, significa dire che se 
a è una classe, e se a? è un a, ne risulti, comunque si prenda a, 
che anche y è un a «. 

Si vede cosi che esso è una relazione tra i simboli : 

= (è eguale, è lo stesso, è identico) 

Cls (classe, gruppo, insieme, proprietà, condizione) 

(è un, rappresenta la proposizione individuale) 

0 (si deduce), 

oltre alle lettere variabili x, y , a, e ai punti di divisione, equiva¬ 
lenti alle parentesi, se scriviamo : 

(* =* y) = [(« « Cls) (x r a> Q a y e fl)]. ' 

i Si suol ritenere che questo principio sia la definizione del 
simbolo =. Però essa contiene due volte il segno =, e non si 
può definire il primo = mediante il secondo =. Siccome ogni 
dormizione è un’ eguaglianza, risulta che non si può definire 1’ e- 
guaglianza. Il principio precedente stabilisce una relazione fra i 
simboli che vi figurano. Essa può servire, ad esempio, a precisare 
l’idea di classe. Diremo che a è una classe di enti, o una pro¬ 
prietà di enti, tutte le volte che, quando x appartiene a questa 
chsse, ogni suo eguale y vi appartiene pure. Quindi le u frazioni 
proprie n costituiscono una classe di frazioni ; mentre le u frazioni 
ineduttibili n sono una pseudoclasse. 
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Parimenti dall’ eguaglianza 2 -(- B = 5 fra un binomio ed un 
monomio, risulta che monomio e polimonio sono pseudoclassi. Del 
pari, le espressioni termini d’una somma, fattori d’ un prodotto, 
coefficiente , bone, esponente, numeratore e denominatore d’una trazione, 
e così via, sono delle pseudofunzioni. Nessuno di essi può essere 
considerato come un simbolo in una ideografia ; e nel linguaggio 
comune conviene farne poco uso, onde non riempiere ì volumi 
di vacuo. 

Siccome il principio di Leibniz è una relazione fra le idee 
= , r, Cls, q, che appartengono alla logica pura, quel principio 
si dovrebbe trovare nei trattati di logica generale. Il principio 
d’identità ha forme varie nei varii trattati di logica; ed anche in 
uno stesso trattato esso è un principio proteiforme, che assume 
varii significati. 

Fra queste forme, è notevole quella che si trova in : 

F. Masci — Elementi di filosofia - Napoli, 1910, pag. 41 : 

« II principio di identità importa la legittimità della sostituzione 
dell’identico come mezzo d’invenzione e di prova n. Questo è in 
sostanza, 1’ enunciato di Leibniz. Panni quindi conveniente di dare 
a questo principio il nome tecnico di u principio di identità » . 
Ed è probabile che qualche studioso possa ritrovare un enunciato 
consimile in libri precedenti Leibniz. 

* 

* * 

Il prof. A. Padoa,' nell’ interessante articolo u Dell’ astrazione 
matematica», in Questioni filosofiche, 1908, chiama eguali fonane 
ogni riflessione riflessiva e simmetrica e transitiva. Se xRy è ma 
relazione siffatta fra x e y , sarà 

x R x , 

da x R y segue y R x , l 

da xRy e da yRz segue x R z. 

Data una classe u, se si decompone in sottoclassi », »._a 

due a due disgiunte, cioè »., — in numero finito o infinito, 

allora la relazione u x e y appartengono alla stessa sottoclasse » - 
è egualiforme ; e viceversa^ogni relazione egualiforme si può de¬ 
terminare nel modo precedente. Se le sottoclassi », ancora di¬ 
sgiunte, non costituiscono tutta la classe u, si avrà una relazùne 
simmetrica e transitiva, ma non riflessiva. 
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Le relazioni egualiformi più importanti, che, volendo, si pos¬ 
sono trasformare in definizioni per astrazioni, sono in Analisi : 

1. Il numero d’una classe, nostro 2° esempio. È usata in 
molti trattati recenti di algebra. Limitandoci ai numeri finiti, il 
Formulario da me edito, li introduce per postulati. 

2. 11 numero razionale, nostro 1° esempio. 11 Formulario li 
introduce come operatori. 

3. La definizione di numero reale. 

4. La relazione fra numeri reali, o quantità x e y: “ il loro 
rapporto è razionale, xly a H „, è egualiforme ; come pure l’essere 
il loro rapporto della forma li ± ] R, o l’appartenere ad uno 
stesso corpo algebrico. Vedi Fano, u liivista di matematica „ , 
a. 1895, pag. 1. 

6. L’ ordine d’infinità d’una funzione, ove si considerino 
anche gli ordini infinitesimi e infiniti costanti, si sogliono intro¬ 
durre per astrazione. Un’idea simile, ma molto più generale, fu 
sviluppata, col nome di fine d’una funzione da 

V. Mago — Teoria degli ordini — Mem. Accademia di Torino, 
30 novembre 1913. 

Questo lavoro è notevole sia pei risultati ottenuti, sia anche 
pel fatto che vi è rilevato come una definizione non omogenea 
abbia condotto in errore un celebre matematico. 

In geometria, si ricavano abitualmente per asti-azione le idee 
di lunghezza, area, volume ; come pure quelle più recenti di vet¬ 
tore, e di forme geometriche. La relazione u 1$ figura A è simile 
alla B r è egualiforme; e qualche autore la trasformò in « forma 
di À = forma di B „. Così per le operazioni di uno stesso gruppo. 

Fra le relazioni di parentela, la relazione “ A è il fratello di B „, 
supposto che ognuno sia fratello di sè stesso, è egualiforme ; e si 
può trasformare in u padre di A = padre di B „ , “ fratelli di A 
= fratelli di B „ , “ antenati di A = antenati di B „ . 

* 

* * 

Fra le due prime teorie, definizioni per astrazione, e relazioni 
egualiformi, io non veggo che una differenza di linguaggio. Se sia 
meglio dire sempre u l’area eli A è eguale all’area di B „, ovvero 
“ A è eguale in area (equivalente) a B „, o di usare promiscua¬ 
mente le due espressioni, come tutti fanno nel caso speciale in cui 
si tratti di aree e simili, si può giudicare dalla pratica. 
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La teoria delle classi si attribuisce giustamente al grande 
matematico e filosofo contemporaneo Russell, che ne fece applica¬ 
zioni vastissime. 

Lssa trovasi già accennata nella memoria del nostro compianto 
M. 1 ieri u Della geometria come sistema ipotetico deduttivo „ , 
Memorie Acc. di Torino, 1899-1900, pag. 216. Questo lavoro fu 
giudicato all estero e in Italia come il più profondo studio sui 
principii della Geometria ; esso costituisce un’ epoca di importanza 
fondamentale in questo ordine di ricerche. 

Questa teoria si trova anche prima ; p. es. in Larousse, Grand 
dictionnaire , 1866, u abstraction est une expressiou correlative du 
mot ensemble „ . 

Una relazione egualiforme x R y si può sempre ridurre ad 
un’eguaglianza <p x = (/ y ; e ciò in infiniti modi perchè operando 
sui due membri con una operazione invertibile (o simile;, si avrà 
un' eguaglianza equivalente alla precedente. Nella definizione per 
astrazione si pone 

(pX = <py. = .xRy (1) 

senza precisare 7 . 

Nella teoria eli Russell si pone 

V x = y f. (x R y) (2) 

onde si ricava la ( 1 ), ma non viceversa. 

Nell’astrazione 2/3 è l'ente che ha le proprietà, o note, comuni 
a 2/3, 4/6, 6/9, ecc., suoi eguali per definizione. 

Nelle classi, 2/3 è l’insieme delle coppie 2/3, 4/6, 6/9, ere. 

La teoria delle classi, secondo Russell, è pure seguita dal 
prof. Padoa, nel lavoro citato. Questi chiama “ astratto di x nella 
relazione R „, la funzione <p x definita dalla (1). 

La stessa teoria è pure esposta in modo preciso ed elementare 
in Cipolla, “ Analisi algebrica „ , 1914. 

Servendoci del linguaggio della Logica generale, 2/3 nel primo 
caso è considerato sotto l’aspetto della comprensione, e nel secondo 
sotto quello dell’ estensione. In modo più preciso, dalla ( 2 ) si può 
dedurre 

xr<px (3) 

cosa che non si può fare dalla ( 1 ). 

Per esempio, essendo u e v delle classi di razionali, posso 
porre per astrazione : 

V u = V v . = , ì] u = tj v 


( 1 ) 


u diremo che il limite superiore degli u eguaglia il limite su¬ 
periore dei v, quaudo la classe dei razionali minori di qualche u 
(i prodotti delle frazioni proprie 1 / per gli ti) coincide colla classe 
dei razionali minori di qualche v „ . 

Ovvero posso definire 

r u = >i u ( 2 ) 

11 per limite ■ superiore degli u intendo la classe dei razionali mi¬ 
nori di qualche u „ . Dalla (2) deduco la (1), ma non viceversa. 
Nella (2) posto r\ (frazione propria) al posto di u, e osservando 
che 1 )x >l = il, deduco 10 /=»;; e siccome 1/2 s tj , deduco 1/2 « l 'rj 
“ 1/2 è un limite superiore delle frazioni proprie ”, il che è con¬ 
trario all’ uso comune. 1 numeri reali ed i segmenti di razionali 
sono enti isomorfi ; i primi si ottengono dai secondi, sopprimendovi 
la proprietà ( 2 ). 

La questione dell’ astrazione appartiene alla logica pura, e 
possiamo darne esempi non matematici. Mono vere o no le egua¬ 
glianze seguenti ? 

bianchezza = le cose bianche, 
malattia = i malati, 
gioventù = i giovani, 

Italia = gli Italiani, 

giustizia = giudici, carabinieri, carcere. 

La teoria di Russell le afferma. Io, investendomi dell’autorità 
di Euclide (come 1’ asino vivo coperto dalla pelle del leone morto), 
non le affermo nè le nego. Questa identità è negata dal medico 
che dice u non sonvi malattie, ma solo dei malati „, come da quello 
della teoria opposta che dice u ho vinto la malattia ed ho ucciso il 
malato „ . 

* 

* * 

La definizione d’ una funzione f(x , y) di due variabili x e y 
dicesi omogenea, se ha la forma 

f(x , y) = espressione composta con x , y e segni dati. 

Non sarà omogenea, se il secondo membro contiene ancora 
un’altra variabile z. La definizione non omogenea si può giusti¬ 
ficare, provando che il secondo membro, quantunque contenga z , 
non dipende dal valore di z. 

Sono non omogenee le definizioni di funzioni geometriche date 
colle coordinate. Bisogna provare che queste funzioni sono inva¬ 
rianti rispetto alle coordinate. 



Sono non omogenee le definizioni delle operazioni sui razionali, 
date mediante operazioni da farsi sui numeratori e denominatori 
dei razionali. 

Sono non omogenee le definizioni delle operazioni sui numeri 
reali, ove questi si definiscano eolie classi contigue, e si usino 
queste classi nel definire le operazioni. 


* * 


Sulla sostituzione delle definizioni per astrazione, colla teoria 
degli operatori, riebbe ancora citare : 

*-• Buram-Forti — I numeri reali definiti come operatori — Rend. 
Acc. Lincei, 7 marzo 1915. 

S. Catania — Sul concetto di funzione monodroma — Rend. Acc. 
Lincei, 21 dicembre 1913. 

E specialmente l’opuscolo: 

S. Catania — Grandezze e numeri Catania 1915, 

di cui il prof. Boggio pubblicò un’accurata recensione, nell’ultimo 
fascicolo del Bollettino delle scienze matematiche di Loria, 20 no¬ 
vembre 1915, pag. 132. 

Secondo questa teoria, i numeri positivi -f 5 e — 2 sono le 
operazioni di aggiungere 5 e di sottrarre 2; ove la parola mno 
significa =, e non solo rappresentano, parola questa ambigua. 

Il fratto 2/3 è l’operazione “ moltiplicare per 2, e dividere 
per 3 „ . Questa operazione si può eseguire su grandezze che sod¬ 
disfano a certe condizioni. Non volendo premettere una teoria delle 
grandezze, possiamo operare sui numeri naturali. L’operazione con¬ 
siderata si può eseguire sui multipli di 3, cioè 


e dà per resultato 


3, 6, 9, 


2, 4, fi, .... 

Le funzioni o operazioni si possono identificare colla classe di 
coppie formate dai • corrispondenti valori della funzione e della 
variabile indipendente (Catania, 1915, pag. 45-4fi). Quindi l’ope¬ 
razione considerata si identificherà alla classe di coppie 

2/3, 4/(5, 6/9, .... 
come nella teoria delle classi. 
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Così ha iine questo rapido sguardo alle pubblicazioni relative 
alla nostra questione, le quali mi son venute fra le mani, senza 
cercarne altre. 

Il professore che deve spiegare agli allievi i numeri interi, 1 
fratti, gli irrazionali, le aree, i volumi, ovvero colui che sta per 
scrivere un trattato ad uso delle scuole, sarà egli obbligato a leg¬ 
gere tutti i lavori sopra menzionati, cui si aggiunge ancora il pre¬ 
sente mio scritto? Questi studii, sommamente interessanti, provano 
che la teoria di Euclide, oltre ad essere rigorosa, è ancora una 
delle più belle; ed essa ha a suo vantaggio oltre 20 secoli di età. 
Per introdurre lo studio di Euclide nelle nostre scuole, bisogne¬ 
rebbe avere delle edizioni contenenti iL testo greco, la versione 
letterale italiana, e ciò che più importa, la versione dal linguaggio 
matematico di allora al linguaggio moderno, che è molto differente 
specialmente nella parte aritmetica ed algebrica. 







